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Wydaje się, że matematyka szkolna w ostatnich latach już się nie zmienia. Nic bardziej mylnego. Rozwój technologii spowodował ogromne zmiany nie tylko w matematyce, ale również w nauczaniu matematyki. Jeszcze 30 lat temu aby zobaczyć wykres jakiejś funkcji trzeba było przejść długi proces, a uczniowie dochodzili do tego często dopiero w klasie maturalnej. Obecnie uczeń nie musi znać takich pojęć jak badanie przebiegu zmienności funkcji by zobaczył w miarę dokładny wykres dowolnej funkcji na ekranie komputera.

Kiedyś nieumiejętność sprawnego rachowania była powodem do zakończenia szybko edukacji matematycznej. Tabliczka mnożenia i sprawne dodawanie to była podstawowa wiedza matematyczna. Te czasy już minęły, teraz mało kto sprawdza rachunki w sklepie, a na paragonie fiskalnym mamy wszystkie informacje wydrukowane. Nie tylko co i za ile kupiliśmy, ale jeszcze jakim podatkiem dany towar jest obłożony i ile tego podatku odprowadziliśmy. Biegła umiejętność rachowania (liczenia) nie jest już konieczna w szkolnej matematyce. Dużo ważniejsze jest cel, czyli co i jak mamy policzyć i w jakiej kolejności wprowadzać dane do urządzeń liczących. Obecnie możemy koncentrować się na konkretnych problemach, nie musimy już tracić czasu na długie i żmudne rachunki. Kalkulatory kieszonkowe typu Texas Instruments TI 106, najbardziej rozpowszechnione na świecie, można kupić w cenie jednarazowego biletu komunikacji miejskiej i w różnych wersjach są w każdej komórce. Są więc ogólnie dostępne. 
Aby korzystać sensownie z Technologii Informacyjnej (TI) na lekcjach matematyki, przede wszystkim należy wykształcić w tym kierunku nauczycieli matematyki. Tylko niewiele uczelni, nawet kierunków nauczycielskich, ma w swojej ofercie wykorzystanie tych najbardziej rozpowszechnionych u nas i wszędzie na świecie kalkulatorów. Nie chodzi nawet o wykorzystanie kalkulatorów graficznych w edukacji matematycznej. Chodzi o te najbardziej rozpowszechnione, te najprostsze i najtańsze kalkulatory.  

Jeśli chcemy by nasi nauczyciele korzystali z TI, to musimy przedstawić im sensowną ofertę zawierającą takie kształcenie. Powinno ono zawierać przede wszystkim przegląd kalkulatorów na naszym rynku, oraz odpowiednio dobrane problemy, które uzasadniły by używanie technologii. 
Dostosowanie podstawy programowej i podręczników też powinno iść w kierunku nowoczesnej technologii. Nie da się uczyć starych treści nowoczesnymi metodami.  Tym bardziej, że uczniowie mają w domu do tych technologii dostęp.

Tak jak sprawność fizyczna, potrzebna jest również elementarna sprawność intelektualna. Ćwiczenia na basenie, czy siłowni pozwalają się nam rozwijać fizycznie, liczenie w głowie rozwija naszą sprawność intelektualną. Ważne byśmy zwracali uwagę na to co jest uczniom potrzebne i co jest w ich najbliższym otoczeniu. W sklepach nie ma już wag szalkowych i odważników. Nie można kupić jednej trzeciej  kg cukru, ani dwóch trzecich kilograma kiszonej kapusty. Wszędzie są liczby dziesiętne, nie ma już ułamków w najbliższym „habitacie” uczniów. Ale nazwa „ułamki dziesiętne”  została w szkole  i straszy. Były próby w niektórych podręcznikach używania nazwy „liczby dziesiętne”, ale to się nie rozpowszechniło. Nasze przyzwyczajenie do starych, już nieaktualnych nazw jest bardzo silne.
Czego powinniśmy uczyć we współczesnym świecie w szkole? To pytanie wydaje się trochę abstrakcyjne, mamy uczyć przecież matematyki. Wydaje się to nam oczywiste. Tylko jakiej matematyki uczyć?

Trzeba sobie uświadomić, że wiele umiejętności, które były kiedyś niezbędne, obecnie nie są już nikomu do niczego nie potrzebne. Koń w rolnictwie nie jest już najważniejszą siłą pociągową. Znikają kuchnie szkolne.  Przychodzi katering. Algorytmy pisemnego wykonywania działań i działań na ułamkach są co raz mniej przydatne. Niepotrzebnie w szkole tracimy na to dużo czasu. To nie tylko jest strata czasu, ale utrwala złe nawyki, a mianowicie to, że wystarczy umieć zrobić. Nie trzeba rozumieć. Jest takie popularne chińskie porzekadło:
 „Co usłyszę, zapomnę, co zobaczę, zapamiętam, co zrobię, to zrozumiem”

Jeżeli przedmiot szkolny nazywa się matematyką, a nie są to tylko staroświeckie rachunki, to przytoczone porzekadło jest bardzo mylące i szkodliwe. Zapamiętanie i biegłe opanowanie techniki rachunkowej jest potrzebne, a na pewno warto tego uczyć. Ale jeszcze  bardziej jest potrzebne rozumienie tej  techniki. We wszystkich wstępach do kolejnych podstaw programowych sprawa rozumienia opanowanych technik rachunkowych jest zawsze mocno podkreślana.

Dzisiaj śmieszą i bawią stare zadania, o tym że ze stada 57 wielbłądów nie mogę kupić połowy, ani jednej czwartej, ale mogę kupić jedną trzecią, tylko 1/3. Chociaż ktoś kto chce kupić wielbłądy, to wie ile mu potrzeba, albo na ile mu pieniędzy starczy, nie zastanawia się jak duże jest stado i czy to będzie 1/3 czy 17/129. 
Nie musimy już  sprawdzać w domu rachunków, ręcznie pisanych w sklepie. Brak kasy fiskalnej w sklepie jest przestępstwem.  Ręcznie pisane rachunki już dawno zniknęły. Na stacjach benzynowych jak i w większości sklepów kupujemy płacąc kartą albo gotówką, ale zawsze otrzymujemy paragon fiskalny. Nowoczesna technologia zagościła już w naszych portfelach, teraz umiejętność rachowania to tak naprawdę gimnastyka umysłowa. W życiu codziennym wszystkie rachunki możemy praktycznie wykonać przy pomocy komórki, którą większość z nas ma w kieszeni. 
Teraz ważniejsze jest zupełnie co innego. Ważne jest byśmy rozumieli prosty paragon, czyli kwit fiskalny, który dostajemy u fryzjera, czy w sklepie spożywczym. Ważne są umiejętności posługiwania się nowoczesnymi technologiami i właściwe interpretowanie informacji, które otrzymujemy. Nikt już nie sprawdza, czy końcowa suma do zapłaty jest niepoprawna. Umiejętność dodawania jest teraz potrzebna jak umiejętność chodzenia, może się bez niej obejść, ale czasami jest przydatna.
Nie należy już dzisiaj nazywać umiejętności posługiwania się prostym kalkulatorem „nowoczesną Technologią Informacyjną”. To może było stosowne w zeszłym stuleciu, ale nie dzisiaj, są to zwykłe proste narzędzia wspomagające licznie
Od kilkunastu co najmniej  lat nigdy nie otrzymałem pozytywnej informacji na pytania: 

1. Kiedy po za szkołą używałeś pisemnego mnożenia?

2. Czy potrafisz wykonać dzielenie pisemne i wytłumaczyć dlaczego tak, a nie inaczej? 

Pytanie było skierowane zarówno do uczniów jak i  do osób dorosłych. 

Pokazuje to wyraźnie, że te umiejętności , które już nie są nam praktycznie do niczego potrzebne, dalej pełnią istotną rolę w polskiej szkole. Tylko można zadać sobie proste pytanie: Po co tego uczymy? Czyżby tylko dla zabicia czasu? 
A może warto zadać sobie pytanie czego powinniśmy uczyć we współczesnej szkole? Jak to robić, żeby nie utrwalać nawyków, których trzeba będzie później oduczać?
To jest pytanie nie tylko ważne, ale wręcz fundamentalne. Uczymy rzeczy niepotrzebnych, z których uczeń nigdy nie korzysta, pomijamy ważne, które potrzebne są w życiu codziennym. Obecnie, wydaje się, że najpotrzebniejszą rzeczą dla młodych ludzi jest posługiwanie się nowoczesnymi technologią.
Niestety jest to jedna z podstawowych umiejętności, z których w szkole nie można swobodnie korzystać, nie uczy się jej. 
Zaawansowaną technologią uczniowie, w wielu przypadkach, posługują się jeszcze przed pójściem do szkoły. Od najmłodszych lat mają dostęp do telefonów komórkowych. Uczniowie doskonale potrafią posługiwać się nowoczesną technologią poza szkołą, a jednak większość z nich nie wie nawet jak działa ich kalkulator w telefonie. 
Wydaje się, że to należałoby by zmienić. Na pewno warto wykorzystywać umiejętności uczniów już posiadane do rozwijania nowych. 
Zmiana systemu nauczania powinna się zacząć przede wszystkim od kształcenia nauczycieli. Nauczyciel języka polskiego jest na pewno kompetentny w przedmiocie, którego uczy.  Tak jest z nauczycielami matematyki? Nie zawsze.  Jest wiele badań w naszym Kraju, w IBE (Instytucie Badań Edukacyjnych) i gdzie indziej, pokazujących, że z nauczycielami matematyki nie jest tak dobrze. A to powinno być głównym celem kształcenia nauczycieli matematyki. Kończąc nauczycielskie studia wyższe,  powinni być przede wszystkim kompetentni matematycznie i biegli w matematyce szkolnej i w wykorzystywaniu narzędzi wspomagających kształcenie uczniów. 

W moich badaniach wykonywanych w wielu miejscach, w różnych okolicznościach, mogłem stwierdzić, że nauczyciele matematyki szkół podstawowych i innych, znają na pamięć wymiary kartki papieru A4 w milimetrach, 297 razy 210, ale nie wiedzą, że 297 podzielone przez 210 daje przybliżenie pierwiastka z dwóch z dokładnością czterech miejsc po przecinku: 297/210 = 1.414285711428... .  Znajomość tego faktu sprawiłaby, że kartka papieru A4, jest dobrym modelem konkretnym dla prostokąta, który ma proporcję boków równą pierwiastkowi z dwóch. A nie jest to bezużyteczna wiedza. Ta właśnie proporcja sprawia, że zgięcie na pół kartki A4 daje dwa prostokąty o tej samej proporcji boków, i takąż proporcję boków mają kartki A3, A2, ...  . Można tu powiedzieć metaforycznie: „Nie wiedzą ludzie na czym piszą”.

Inną taką niewykorzystaną, a powszechnie dostępną pomocą dydaktyczną, tym razem na poziomie liceum jest zwykły tradycyjny zegarek.  Jego tarcza jest dobrym modelem dla liczb zespolonych o module 1, (słownie: jeden). W zwykłym układzie współrzędnych godzina 13.00 może wtedy przedstawiać liczbę zespoloną z, o module jeden i argumencie równym 1/12 kąta pełnego. Liczby z2, z3, ... ,   skaczą wtedy po pełnych godzinach, bo przy mnożeniu argumenty się dodaje, a moduły się mnoży. Są więc stale równe 1. To jest dobrze znane w technikach elektronicznych i elektrycznych, ale mało znane, albo wcale w liceach ogólnokształcących.

W mojej pracowni dydaktyki matematyki w Siedlcach miałem zegar, którego wskazówki obracały w przeciwną stronę niż zwykle. W geometrii bowiem kąty wskazują obroty w kierunku przeciwnym do obrotu wskazówek zegara. Ten zegar był dobrą pomocą dydaktyczną, budził zainteresowanie, był zabawny. Matematycy lubią się bawić swoimi wyobrażeniami.

Niestety polskich szkołach liczby zespolone są poza definicją prawie nieobecne.

Bardzo ważną i ogólnie dostępną pomocą dydaktyczną są kwity fiskalne. To są listy liczb, a więc wektory. Towary są zaliczane do kategorii  A, B, D, odpowiednio oprocentowanych podatkiem VAT  23%, 8%, 5%. Każdej liście zakupionych towarów odpowiada więc trójwymiarowy wektor  zakupów A, B, D.  To jest bogate źródło kształcących zadań, ale pod warunkiem, że obliczenia wykonujemy z kalkulatorem.

<tu kilka takich kwitów – rachunków ze sklepu>

Wskazałem 3 źródła realistycznych zadań, które są ogólnie dostępne, bez większego wysiłku. W szkole podstawowej bardzo byłaby korzystna współpraca nauczyciela muzyki z nauczycielem matematyki. Nuty, czytanie nut, podział taktu na półnuty, ćwierćnuty, ósemki, szesnastki daje bogaty materiał dla interpretacji ułamków. Szkoda, że przedmiot muzyka i nauka muzykowania stopniowo zanika w szkole. 

Najprostsze dostępne pomoce dydaktyczne, poza kartką papieru, jako modelem prostokąta, są wszechobecne nowoczesne technologie. Jedyne miejsce w którym to się ogranicza, zamiast rozwijać i wspomagać, jest polska szkoła. 

Zmiana celów nauczania matematyki.

Patrząc na Podstawę Programową, do tej pory wykorzystywaną, zauważamy wszędzie powtarzające się hasło:

Matematyka powinna opisywać rzeczywistość, powinna umożliwiać rozwiązywanie praktycznych problemów i być użyteczna.
A oto wymagania programowe wybrane z obowiązującej podstawy programowej:

II etap edukacyjny (klasy IV-VI SP)

Cele kształcenia (wymagania ogólne):
· sprawność rachunkowa - uczeń wykonuje proste działania pamięciowe na liczbach naturalnych, całkowitych i ułamkach, zna i stosuje algorytmy działań pisemnych oraz potrafi wykorzystać te umiejętności w sytuacjach praktycznych,

· wykorzystanie i tworzenie informacji - uczeń interpretuje i przetwarza informacje tekstowe, liczbowe, graficzne, rozumie i interpretuje odpowiednie pojęcia matematyczne, zna podstawową terminologię, formułuje odpowiedzi i prawidłowo zapisuje wyniki,

· modelowanie matematyczne - uczeń dobiera odpowiedni model matematyczny do prostej sytuacji, stosuje poznane wzory i zależności, przetwarza tekst zadania na działania arytmetyczne i proste równania,

· rozumowanie i tworzenie strategii - uczeń prowadzi proste rozumowanie składające się z niewielkiej liczby kroków, ustala kolejność czynności (w tym obliczeń) prowadzących do rozwiązania problemu, potrafi wyciągnąć wnioski z kilku informacji podanych w różnej postaci.

Cele kształcenia ogólnego w gimnazjum i szkole ponadgimnazjalnej (III i IV etap edukacyjny) to: 

· przyswojenie przez uczniów określonego zasobu wiadomości na temat faktów, zasad, teorii i praktyk,

· zdobycie przez uczniów umiejętności wykorzystania posiadanych wiadomości podczas wykonywania zadań i rozwiązywania problemów,

· kształtowanie u uczniów postaw warunkujących sprawne i odpowiedzialne funkcjonowanie we współczesnym świecie. 

Do najważniejszych umiejętności zdobywanych przez ucznia w trakcie kształcenia ogólnego w gimnazjum i szkole ponadgimnazjalnej należą: 

· czytanie, rozumienie, wykorzystywanie i refleksyjne przetwarzanie tekstów, w tym tekstów kultury, prowadzące do osiągnięcia własnych celów, rozwoju osobowego oraz aktywnego uczestnictwa w życiu społeczeństwa,

· myślenie matematyczne – umiejętność wykorzystania narzędzi matematyki w życiu codziennym oraz formułowania sądów opartych na rozumowaniu matematycznym,

· myślenie naukowe – umiejętność wykorzystania wiedzy o charakterze naukowym do identyfikowania i rozwiązywania problemów, a także formułowania wniosków opartych na obserwacjach empirycznych dotyczących przyrody i społeczeństwa,

· komunikowanie się w języku ojczystym i w językach obcych, zarówno w mowie, jak i w piśmie,

· sprawne posługiwanie się nowoczesnymi technologiami informacyjno-komunikacyjnymi,

· wyszukiwanie, selekcjonowania i krytyczna analiza informacji,

· rozpoznawanie własnych potrzeb edukacyjnych oraz uczenie się,

· praca w zespole.

Analiza podstawy program omowej wyraźnie pokazuje, że uczeń powinien umieć wykonywać proste działania na liczbach, nie ma żadnych informacji o znajomości tabliczki mnożenia, czy na liczbach mieszanych, a niestety te umiejętności są w dalszym ciągu wymagane w szkole. Tu niestety tradycja, wygrywa z nowoczesnością. Tabliczka mnożenia jest ważna, ale kalkulator nie. Tak też było 100 lat temu, każdy rolnik musiał wiedzieć jak oporządzić konia. Albo pracownik banku znać działania pisemne, i wykonywać je w jeden jedyny sposób by mogły być łatwo sprawdzone. Obecnie w banku działań pisemnych nikt nie wykonuje, a koń nie jest główną siłą pociągową w rolnictwie w cywilizowanym świecie. Nowoczesna technologia powinna, wraz wejściem w życie, wchodzić od razu do szkoły. Powinniśmy się przyzwyczaić do tego, że tabliczka mnożenia nie jest już tak ważna, jak umiejętne stosowanie kalkulatora na lekcjach matematyki. 
Ciekawa jest ewolucja podstaw programowych w ostatnim dziesięcioleciu. Na początku „stosowanie kalkulatorów, gdzie to rozsądne” w różnych sformułowaniach było wymieniane na samym początku pierwszej podstawy programowej. Potem przesuwano to jawnie sformułowane wymaganie na dalsze miejsca. W końcu znikło, zostało pochłonięte jak w czarnej dziurze w ogólnym haśle „Technologia Informacyjna”. 

Wykorzystanie technologii informacyjnej jest zaznaczone bardzo wyraźnie w podstawie programowej. Również bardzo podkreślone jest praktyczne zastosowanie matematyki i wykorzystywanie jej w życiu codziennym. Te elementy łatwo jest użyć, korzystając z dostępnych środków które nas wszędzie otaczają. Jeszcze 20-30 lat temu paragony w sklepie były wypisywane ręcznie, i trzeba było o nie prosić. Obecnie przy każdych zakupach, czy usługach wydawane są paragony, które dokładnie opisują za co płacimy, ile w tym jest podatku VAT i jaka jest stopa oprocentowania VATem poszczególnych towarów.

Nawet najprostsza analiza paragonu z kasy fiskalnej jest bardzo kształcąca. Jest na nim bardzo dużo wszelkiego typu informacji , oraz spis towarów zakupionych, czy usług wykonanych w kolejności ich wprowadzania. Podane są również informacje co do obowiązującej stawki podatkowej na daną usługę czy towar, a w końcu ile mamy za wszystko zapłacić. Gdy mamy kalkulator w ręku, to każdy paragon jest nowym zadaniem na procenty, na dodawanie i umiejętność odczytywania danych.
Przykładowe paragony fiskalne
Popatrzmy jakie informacje znajdują się na takich paragonach.

- Firma która wystawia paragon

- Adres miejsca zakupów (wykonanej usługi)

- Data wystawienia i kolejny nr paragonu

- Lista zakupów wraz ceną, oraz ze stawką podatkową 
- Czasami korekta błędnie wczytanej ceny, czy towaru (coś zostało niepoprawnie lub pomyłkowo wpisane i to coś musi zostać odjęte)

- I na koniec:


- Podatek z podziałem na kategorie


- Łączna cena

- Sposób płatności
- Nr terminala obsługującego

- Dodatkowe różne informacje (godzina wystawienia paragonu, strona www firmy, telefon, infolinia)

Patrząc na paragon fiskalny i podstawę programową, widzimy dużą zbieżność, w zasadzie najbardziej istotne rzeczy występujące w podstawie programowej mamy na paragonie.

Tak ogromna kopalnia zadań jest prawie nie wykorzystywana w polskiej szkole. Popatrzmy na różne zadania i problemy jakie można zaprezentować uczniom każdego etapu kształcenia. Oczywiście podstawowym narzędziem, obok paragonu, niezbędny jest kalkulator, nawet  ten najprostszy czterodziałaniowy.

Zadanie 1 Cyfry
a) Sprawdź, jaką cyfrą kończy się większość liczb na twoim paragonie.

b) Czy są jakieś ceny wyrażające się liczbami całkowitymi?

Zastanów się dlaczego tak jest. Napisz jakieś uzasadnienie.

Zadanie 2 Ułamki zwykłe
a) Sprawdź, czy możesz zapłacić 1/3 ceny za towar znajdujący się na Twoim paragonie. Czy można odważyć dokładnie 1/3 kilograma towaru?

b) Sprawdź, czy możesz zapłacić 1/7 ceny za towar znajdujący się na Twoim paragonie. Czy można odważyć dokładnie 1/7 kilograma towaru?

Odpowiedzi uzasadnij.
Zadanie 3 progi podatkowe, czytanie ze zrozumieniem
Co oznaczają litery, występujące za ceną towaru na paragonach? Ile mamy progów podatkowych?
Porównaj 3-4 paragony wydane w różnych miejscach. Czy na wszystkich uwzględniane są takie same informacje?

Zadanie 4 Listy zakupów – wektory jako listy liczb
Uporządkuj listy zakupów z paragonów:

a) Alfabetycznie

b) Alfabetycznie z podziałem na grupy (A, B i D) 
c) Czy jest paragon, na którym występuje grupa C?

d) Czy można powiedzieć, że grupa C jest zawsze pusta?

Zadanie 5 porównywanie
a) Czy można porównać 2 różne listy zakupów? Odpowiedź uzasadnij.
b) Jeśli wykonamy 2 razy takie same zakupy i kupimy za każdym razem takie same towary (np. chleb, mleko, jogurt, kaszę) czy możemy porównać te listy? Opisz jak to zrobić?
Zadanie 6 czytanie ze zrozumieniem, modelowanie matematyczne, wykorzystanie TI w nauczaniu matematyki, wyszukiwanie, selekcjonowania i krytyczna analiza informacji
Przeanalizuj paragon z apteki dokładnie i odpowiedz na poniższe pytania.
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a) Jakim podatkiem obłożone są towary na tym paragonie?

b) Ile zapłaciłeś, a ile w tym jest podatku VAT?

c) Jaki był rabat na te zakupy (ile %)?
d) Czy na wszystkie towary nałożono taki sam rabat? Podaj przykłady.
e) Sprawdź przedstawiony paragon pod względem poprawności obliczeń. 

f) Jaką cyfrą najczęściej zakończone są liczby na tym paragonie? Jak myślisz, dlaczego tak jest. 

Zadanie 6
Jakim podatkiem obłożone są owoce i warzywa? Podaj kilka przykładów towarów, które obłożone są podatkiem:

a) 5%

b) 8%

c) 23%
Klasyfikacja kalkulatorów
Proste kalkulatory czterodziałaniowe
Zwykłe kalkulatory które kosztują od 5 do 30 zł, takie które pozornie mają tylko 4 działania + (dodawanie), ÷ (dzielenie), × (mnożenie),  - (odejmowanie), znak  %, oraz  pamięć MRC, M+, M- i √, często też można spotkać + zmianę znaku z  + na – i odwrotnie. Te kalkulatory mają oczywiście dużo większe możliwości i jest to związane z algorytmami, które wykonuje 95% kalkulatorów. Liczy wykorzystując taki sam algorytm obliczeniowy.

Typowe kalkulatory, które w naszej szkole funkcjonują, niestety praktycznie tylko ponadgimnazjalnej, mają dużo większe możliwości. Kalkulator dopuszczony do matury ma również :
1. Wielokrotności: 
Wyzeruj  kalkulator 
Po wciśnięciu sekwencji klawiszy

3 + =   dostajemy wynik

 3 

Co zrobił kalkulator ?  Dodał pierwsze miejsce do drugiego, w którym było 0, a w oknie i na pierwszy miejscu zostawił  3 bez zmian.

Nasz wpis, czyli nasze polecenie do kalkulatora będziemy stale wpisywać z akapitem 6 spacji, lub dla uproszczenia tylu spacji ile daje tabulator. Natomiast odpowiedź kalkulatora będziemy zapisywać bez spacji. Tak zapisany dialog z kalkulatorem będzie przejrzysty i łatwy do odczytania.
(w  większości kalkulatorów znak równości  =  oznacza podaj wynik, proszę o wynik)
Weź kalkulator do ręki i sprawdź, co daje powtarzany znak równości
3 + =    
 3 


=

6
 
= 
9

 = 
12

Domyślamy się co będzie dalej. Naciśnięcie znaku równa się powoduje dodanie liczby zapamiętanej przez kalkulator do liczby, która była widoczna w oknie. Kalkulator zapamiętuje nie tylko działanie, ale również liczbę na której wykonujemy działanie. 

Możemy jednak wpisać nową liczbę: 

3 + =    
 3 


=

6
 
= 
9

 = 
12


10 =

13

 
=

16


=

19


10 + =   

13


kalkulator na pierwszym miejscu zachowuje 3 i dodał do tego nowy wpis

=

23


=

33
7 =    
10


Po wpisie 7 =  dostaliśmy 10, bo kalkulator zapamiętał  +3
a po wpisie

1.25 =   
4.25  


kalkulator do każdej wpisanej liczby dodaje 3, zapamiętał  + 3
2. Analogicznie potęgowanie:

Wciskając klawisze na kalkulatorze

2 × =    
4       


otrzymamy w wyniku 4

=
8 


Powtórne naciśnięcie znaku  = dało   wynik 8, a dalej
 =

16

= 
32 
dostajemy kolejne potęgi dwójki. Kalkulator, po naciśnięciu klawisza = oblicza kolejną potęgę liczby 2. W taki sposób łatwo można policzyć kolejne potęgi dowolnej liczby. 

 . 

Wciskając po kolei 

2 × 3 = 
6  


dostajemy wynik 6, a dalej
 
=
12   


=

24


w oknie dostaliśmy wynik 24
Każda kolejny wynik mnożny jest przez 2 ,   pierwszą wpisaną liczbę. Wpisując 124 


124 =
248,

1.25 =
1.5    


kalkulator zapamiętał działanie  2 ×
3. liczby ujemne, ujemne wielokrotności: 

5 - =
-5


=

-10


=

-15
 
0 =
-5


= 
-10 

= 
-15 

kalkulator od każdej  zobaczonej w oknie liczby odejmuje 5, gdy wpiszemy 47 = otrzymamy 42 

47 =

42
.

123 = 


116 


a tu, po wpisie 123 =  mamy wynik  118   itd
Gdy wpiszemy dowolne działanie z odejmowaniem, np:

24 – 10 =
14

Nasz kalkulator zapamięta działanie i odjemną. Wpis 121 = 


121 =

111
Pokazał  111 i teraz od każdej wpisanej liczby będzie odejmował 10, tak długo, jak będzie włączony kalkulator i nie wpiszemy innego działania.
4. Odwrotność i potęga ujemna: 

5 ÷ =

0.2

2 ÷ =
0.5

÷ =

2 


(sekwencja znaków  ÷ =  daje odwrotność liczby, z taką dokładnością jaka możliwa )

2 ÷ =

0.5

naciskając wielokrotnie klawisz = będziemy otrzymywali kolejne ujemne potęgi liczby 2

= 
0.25
 =       

2-2
0.125 
= 

2-3
0.625 


2-4  

Wpisując 10 ÷ 2  =
5 


nasz kalkulator podał wynik i zapamiętał  działanie  ÷ 2. Nowy wpis podzieli przez 2
20 =
10
100 =

50

Zadanie

Jaka jest odwrotność trójki? A jaka jest odwrotność odwrotności trójki? Sprawdź to przy pomocy kalkulatora. Zastanów się dlaczego tak jest. Gdy masz wątpliwości, porozmawiaj z kolegami.
Te proste działania pokazują, że zwykły kalkulator ma dużo większe możliwości, niż nam się wydaje.  Znak % w większości kalkulatorów jest całkowicie zbędny,  124 – 20 % = 99.2 , ale dokładnie taki sam wynik otrzymamy wykonując działanie 124 × 0.8 = 99.2, bo zmniejszyć o 20% to znaczy zostawić 80% liczby wyjściowej, analogicznie 124 + 20% = 148.8 = 124 × 1.2 (zwiększenie liczby o 20%). 
Chciałbym również zwrócić uwagę na kropkę dziesiętną, w kalkulatorze pełni dokładnie taką samą funkcję jak przecinek w naszych liczbach dziesiętnych. Kropka na kalkulatorze jest separatorem części całkowitej od części dziesiętnej. A znaki × i ÷ to znaki mnożenie i dzielenia, też inaczej niż u nas. Tak zapisują liczby i działania w Anglii czy w USA.
Wykorzystanie pamięci w takich kalkulatorach jest niezmiernie ważne. Zapamiętywana jest cała sekwencja wpisana. Nie tylko liczba, ale i również działanie. 
Pamięć kalkulatora
M+ i M-, dodaj do pamięci i odejmij od pamięci,  możemy wykorzystywać w taki sposób jak wykorzystujemy nawiasy. Klawisz MRC (MR, MC) pozwala nam wywołać na ekran wyświetlacza liczbę która jest akurat w pamięci, oraz wykasować liczbę już tam znajdującą się. 

Popatrzmy jak można poradzić sobie z takim przykładem:

(123 + 456) × (654 – 238)

123+456M+

654-238×MRC

= 240864

Poza tym w kalkulatorze zapamiętywana jest cała sekwencja wpisanych działań. Nie tylko liczba, ale i również działanie, co było już wcześniej pokazane.
Ćwiczenie innych sprawności rachowania pamięciowego za pomocą zwykłego popularnego czterodziałaniowego kalkulatora

 Duże znaczenie w rozwoju matematycznym uczniów ma szybkie pamięciowe liczenie i szacowanie wyniku prostych operacji arytmetycznych. Są do tego celu różne programy, które pozwalają ćwiczyć te umiejętności. W tym miejscu pokażę, że za pomocą zwykłego kalkulatora można również skutecznie ćwiczyć umiejętności pamięciowego liczenia, korzystając z przygotowanego zestawu ćwiczeń o postępującej trudności. Ćwiczenia mogą być łatwo zapamiętane i przywoływane przez ćwiczącego, w zależności od jego możliwości i zamierzeń. Można je zaprojektować w taki sposób, że te czynności są dla uczącego przyjemne i wciągające. 

Metoda polega na szybkim generowaniu prostych zadań i natychmiastowym sprawdzaniu odpowiedzi. Są one na początku łatwe i w miarę postępu pracy, stają się co raz trudniejsze, aż do momentu pierwszego błędu. W ten sposób trenujący ma bieżącą ocenę swojej sprawności przez to, że widzi jak daleko zaszedł. Ocenianie jest więc dostosowane do aktualnych możliwości i stale wybiega do granic strefy najbliższego rozwoju ucznia. 

Przykład 1 

Wpisz  2+ =  .  W oknie jest 2. Co będzie tam, gdy naciśniesz znak  =   jeszcze raz?  pokaże się 4. A jeszcze raz  =  ? 6.  Co będzie następnym razem. 

Inny wariant: wpisz 3+= , potem =  i jeszcze raz =  .  Za każdym razem staraj się przewidzieć wynik i zapisuj to.  Inny wariant 6+=   i powtarzaj  =  ; itd.

Wpisz 7 + 8 =  i powtarzaj naciskanie klawisza = , przewidując przed naciśnięciem,  jaki wynik pojawi się ? Wybierz sobie swoje własne dwie liczby i oblicz ich sumę w pamięci. Następnie naciśnij znak = i sprawdź czy się zgadza. 
Co będzie na wyświetlaczu gdy powtórnie naciśniesz  = ? A później?  Naciskaj  = i sprawdzaj czy Twoje przewidywania były poprawne.

Przykład 2

Wpisz do kalkulatora  2×=  , w oknie pojawi się najpierw 2 (czasami od razu 4), a potem 4. Każde następne naciśnięcie klawisza  =   powoduje podwojenie ostatniego wyniku. Ćwiczenie liczenia w głowie polega na tym, że zanim naciśniesz znak =, pomyśl jaki będzie wynik, zapisz na kartce i dopiero po zapisaniu naciśnij  =  , aby sprawdzić jaką potęgę dwójki udało ci się osiągnąć  bez błędu. Następnym razem staraj się poprawić to osiągnięcie. 
Gdy mamy do czynienia z młodszymi uczniami nie koniecznie musimy używać tego słowa "potęga", jeżeli jeszcze to nie jest w ich zasięgu, ale możemy, to nie zaszkodzi.
Przykład 3

Inne łatwiejszy warianty ćwiczenia 2: zwracaj uwagę tylko na cyfry jedności i staraj przewidzieć następną cyfrę jedności w tej serii. To bardzo łatwe. Potem dwie kolejne cyfry z prawej strony wyniku. Potem trzy. Potem staraj się przewidzieć pierwszą cyfrę z lewej strony liczebnika w oknie kalkulatora, tę najbardziej znaczącą i to, ile miejsc dziesiętnych zajmuje cały wynik. Potem spróbuj szacować dwie pierwsze najbardziej znaczące cyfry, ...  i tak dalej.

Dla starszych uczniów:

a) mnożenie przez 7. Wpisujemy 7× = i potem różne liczby np. 8 podajemy wynik i =; 12 podajemy wynik i = ; 24 podajemy wynik i =; itd. Do pierwszej pomyłki.

b) mnożenie przez inną liczbę. Wpisujemy ją tu i × =  potem różne liczby np. 8 podajemy wynik i =; 12 podajemy wynik i =; 24 podajemy wynik i =; itd. Do pierwszej pomyłki.xdsw2

Przykład 4

Wyczyść okienko kalkulatora i wpisz  1+= ; w oknie nadal jest 1. Jeszcze raz powtórz  +=  . Jaki wynik? 2. Jeszcze raz  +=  . Jaki będzie wynik? 3. Jeszcze raz +=  . Jaki wynik? 5. Powtarzaj  tak  +=   i spróbuj za każdym razem przewidzieć wynik.  To trudniejsze ćwiczenie, bo trzeba odkryć regułę działania konfiguracji klawiszy +=  (suma dwóch ostatnio wyświetlanych wyników – ciąg Fibonaciego). Inna wersja: zacznij od innej liczby na początku.

Inna wersja : wykonaj wcześniej działanie +3= , a następnie wpisz 1+=, i powtarzaj += , spróbuj przewidzieć wyniki.

 Jak daleko potrafisz dojść w ten sposób bez błędu.  Zanotuj. Następnym razem staraj się poprawić swój wynik. 

Przykład 5

Wczytaj 1 i wpisz ++ = = . Powtórz tą operację wielokrotnie. Spróbuj przewidzieć wynik. Sprawdź dla innych liczb. A co będzie się działo gdy wpiszesz 3 ++ = = ? I wielokrotnie powtórzysz  ++ = = ?

Zbadaj co się będzie działo dla jedynki i +++ (3 razy plus) i = = =  (3 razy równa się – podaj wynik) i wielokrotne powtórzenie tego działania (+++ i === ). Czy może przewidzieć jaki wynik będzie następny? A co będzie dla innych liczb wpisanych na początku (np. 7 , 12).
W opisanych seriach kontrola wyniku jest indywidualna i w ręku samego ucznia. To można zmieniać. Jednak bez kalkulatora taka aranżacja byłaby niemożliwa. Oddanie kontroli nad postępami uczącego się w jego własne ręce ma duże znaczenie wychowawcze i psychologiczne.

Motywuje do pracy we własnym tempie i do przekraczania ostatnich osiągnięć. Uczeń mający kłopoty z rachowaniem w głowie sam może poprawić swoje umiejętności. Po wpisaniu działania i  obliczeniu w pamięci wyniku, uczeń naciska klawisz „=”, kalkulator pokaże mu czy obliczenie jest poprawne. Tylko on to będzie widział, zatem znika stres, który często pojawia się, gdy są świadkowie naszej pomyłki.
Przykłady innych obliczeń.

Dzięki temu, że zwykły kalkulator (można stosować na maturze) ma łatwą możliwość powtarzania zapamiętanych działań i naturalną odwrotność ( x ÷ = 1/x ) łatwo jest przy jego pomocy pokazać pojęcie rekurencji, oraz przykłady ciągów rekurencyjnych. 
Przykład 6
a0 = 7  (może być dowolna inna liczba)

an+1 = (an + 2) ÷ 2

Zbadaj granicę takiego ciągu rekurencyjnego, używając zwykłego kalkulatora.

Rozwiązanie

Tu będziemy musieli wykorzystać sposób liczenia kalkulatora, wykonywanie obliczeń liniowo w kolejności wprowadzanych działań. Do pewnej liczby musimy dodawać 2 i wynik dzielić przez 2, zatem musimy tylko kilkanaście razy powtórzyć sekwencję klawiszy  + 2 ÷ 2 =  (niekonieczne jest naciskanie znaku =, ale na początku przydaje się to, by wiedzieć kiedy zakończyliśmy wprowadzanie sekwencji klawiszy. 
7 + 2 ÷ 2 =

4.5

+ 2 ÷ 2 =

3.25

+ 2 ÷ 2 =

2.625

+ 2 ÷ 2 =

2.3125

…

+ 2 ÷ 2 =

2

I wynik się powtarza już cały czas. To oznacz, że prawdopodobnie znaleźliśmy granicę naszego ciągu. Oczywiście teraz możemy zastosować algebrę. Jeśli a jest granicą tego ciągu rekurencyjnego to:

a =  (a + 2) ÷ 2, prosty rachunek pozwala rozwiązać to równanie, a  =  2. 
Używając prostych słów:  

Zagadka: jaką liczbą jest a, gdy a =  (a + 2) ÷ 2, ma rozwiązanie  a = 2.  

Przykład 7
Złota liczba to taka liczba która różni się od swojej odwrotności o 1. Przyjmujemy, że złota liczba jest dodatnia. Znajdź złotą liczbę używając zwykłego kalkulatora z dokładnością do 4 cyfr znaczących.

Rozwiązanie

Otrzymamy dwa równania opisujące złotą liczbę.

Pierwsze:   x + 1 = 1/x
Drugie:  x – 1 = 1/x , w obu przypadkach spełniona jest zależność podana w treści zadania. 

Po przekształceniu otrzymamy dwa równania kwadratowe: x2 +  x – 1 =  0 i : x2 – x – 1 =  0, albo zapisane inaczej: 

x2 = x + 1  i  x2 =  – x + 1 

Zajmiemy się jednym z tych równań: x2 =  x + 1 
po prostym przekształceniu,  podzieleniu przez  x otrzymamy 
x =  1 + x-1  czyli   x-1  + 1
Teraz już łatwo stworzyć ciąg rekurencyjny i  

przetłumaczyć to na język kalkulatora. Liczbę  x  przekształcamy w jej odwrotność znakami  ÷  = ,   dodajemy  1,  wynik znów przekształcamy znakami  ÷  =   w jego odwrotność, dodajemy  1 i tak dalej.  Np. gdy a0 = 7  

7 

(mogłaby to  być dowolna inna liczba)

7

÷  = + 1 =
(to znaczy odwrotność liczby 7  i  dodanie liczby 1;    an+1 = an-1 + 1 )
1.142


(będę tu wypisywał tylko 3 miejsca po przecinku)
÷ =  + 1 = 
 1.875
÷ =  + 1 =
1.533

÷ =  + 1 =
= 1652

÷ =  + 1 =
1.605

÷ =  + 1 =
1.622

÷ =  + 1 =
1.616

÷ =  + 1 =
1.618

÷ =  + 1 =
1.617

÷ =  + 1 =

1.618

÷ =  + 1 =
1.617

÷ =  + 1 

= 1.618  
I od tego momentu  wyniki już się zaczynają na czterech pierwszych miejscach powtarzać.  Gdybyśmy chcieli mieć pełne 8 miejsc, trzeba by ten proces powtarzac trochę dłużej.

Algebra, przy znajomości rozwiązywania równań kwadratowych, pozwoli nam szybko znaleźć rozwiązanie z dokładnością nawet 8 cyfr znaczących:1.6180339 . Nasze rozwiązanie jednak możemy odkryć na wcześniejszym etapie, bez wiedzy o równaniach kwadratowych.

Zauważmy, że każde równanie mające 2 różne rozwiązanie możemy znaleźć w taki sposób, wystarczy tylko odpowiednio je przekształcić i przetłumaczyć na „język” kalkulatora.
Kalkulatory szkolne

Kalkulatory szkolne pojawiły się już w latach siedemdziesiątych XX wieku. Ich przeznaczeniem było wspomaganie obliczeń wszędzie nie tylko szkołach amerykańskich. W szkołach raczej ich zabraniano.  Odbierały nauczycielom robotę.  

Oznacza to, że ich oprogramowania powinno zawierać takie funkcje, które przede wszystkim uczniom ułatwią obliczenia (przede wszystkim przyspieszą je). 

Dlatego też powstały specjalne szkolne kalkulatory musiały zawierały trochę więcej niż zwykły kalkulator, np. działania na ułamkach zwykłych.  No i kosztowały znacznie więcej niż zwykły kalkulator typu  TI 106.  Te kalkulatory nie przyjęły się. 

Rozpowszechniły się natomiast kalkulatory tzw. naukowe, które zawierały  
2. Wszystkie funkcje elementarne  (kiedyś liczyły tylko logarytm dziesiętny i przy podstawie e obecnie można wpisywać dowolną podstawę).

3. Wyświetlacz 2 rzędowym, tak byśmy widzieli co wpisujemy , a w drugim rzędzie pojawia się wynik. Kalkulator wykonuje obliczenia po wpisaniu całego działania, zatem zachowuje kolejność wykonywania działań zgodnie z zasadami arytmetyki, a nie zgodnie z wprowadzaniem. Można również łatwo poprawić błędnie wprowadzone liczby, czy działania.
4. Zaawansowane obliczenia statystyczne, łącznie z działaniami na dużej liczbie danych. 

5. Obliczenia w innych systemach pozycyjnych (dwójkowy, ósemkowy i szesnastkowy).

6. Zamiana jednostek kąta stopnie = radiany = grady w dowolnej konfiguracji

7. Funkcja ANS (ostatni wynik zostaje zapamiętany w komórce ANS i można wykonywać na nim nawet skomplikowane działania

8. programowanie (możliwość tworzenia prostych programów z wykorzystaniem uproszczonego języka BASIC)

9. Powtarzanie ostatniego działania (całego)
W wielu rodzajach kalkulatorów szkolnych występuję różne funkcje dodatkowe w zależności od typu szkoły w której będziemy z nich korzystali. 
- stałe fizyczne i chemiczne

- konwertery jednostek  i różnych miar

- rozwiązywanie układów równań i równań wyższych stopni

- zamiana współrzędnych z układu kartezjańskiego na biegunowy i odwrotnie

- działania na liczbach zespolonych

Chciałbym tu zwrócić uwagę szczególnie na 2 punkty z powyższej  (niepełnej) listy. 

1. Działania na ułamkach zwykłych.
Już od lat siedemdziesiątych w szkołach krajów wysokorozwiniętych odchodziło się od działań na ułamkach zwykłych,  jako umiejętności nie za bardzo przydatnej. Obecnie w wielu krajach w szkole działania te sprowadzają się wyłącznie do ułamków o mianownikach 2 i 4  (czasami 8). Działa na dowolnych ułamkach zwykłych zostało przesunięte do fakultetu, czyli nie realizuje się tego materiału w podstawowym programie nauczania a tylko w rozszerzonym.
4. Zaawansowane obliczenia statystyczne, łącznie z działaniami na dużej liczbie danych. 

W naszej szkole uczniowie poznają tylko elementy statystyki opisowej,  rachunek prawdopodobieństwa jest w szkole wprowadzany w klasie maturalnej. W krajach wysokorozwiniętych rachunek prawdopodobieństwa wprowadzany jest już w najmłodszych klasach poprzez gry i zabawy. Statystyka jest jedną z najważniejszych dziedzin matematycznej edukacji we współczesnym świecie. Widać to wyraźnie w rozwoju Technologii Informacyjnej  - wszystkie kalkulatory od najprostszych szkolny do super nowoczesnych graficznych mają bardzo rozwinięte oprogramowanie statystyczne. Obecnie w Internecie jest również wiele programów wykonujących obliczenia statystyczne. Dostępne jest  również profesjonalne oprogramowanie takie jak Statistica. A w kalkulatorach graficzny dostępne są opcje wizualizacji danych, przedstawianie ich na różnych wykresach, oraz analizy graficzne danych statystycznych.
Kalkulatory Graficzne

W latach 80 ubiegłego stulecia zostały opracowane kalkulatory przez kilka dużych firm zajmujących się elektroniką. Do szczególnie wyróżniających się należą, CASIO, Texas Instruments czy Hewlett-Packard. Szczególną rolę odegrała tu firma Texas Instruments, która w latach 80 ubiegłego stulecia zbadała jaka wiedza merytoryczna potrzebna jest amerykańskim maturzystom i stworzyła kalkulator, który spełniał ich potrzeby. Drugą Firmą która analizowała potrzeby szkoły była firma Casio. Do Polski KG trafiły na początku lat dziewięćdziesiątych, co ciekawe później nisz pierwsze komputery do szkół. Te pojawiły się już w połowie lat osiemdziesiątych. Co różni KG (kalkulatory graficzne) od szkolnych?

1. Mają wszystkie opcje kalkulatorów szkolnych
2. Duży wyświetlacz, pozwalający rysować wykresy funkcji 

3. Pełna analiza przebiegu zmienności funkcji – numerycznie 
4. graficzne oprogramowanie
5. często dynamiczne wykresy funkcji – wykresy funkcji z parametrem  

6. funkcje  parametryczne i w układzie biegunowym

7. działania na macierzach
8. Duża pamięć RAM, oraz możliwość łączenia się z komputerem 

9. 95% matematyki, potrzebnej do matury z matematyki na poziomie rozszerzonym na całym świecie

10. Najnowsze modele mają duży kolorowy ekran dotykowy z dużą rozdzielczością  i dostęp do CAS  (Computer Algebra System), czyli do przekształceń algebraicznych. Łatwo przekształcają wzory obliczają całki, pochodne i algebraicznie rozwiązują równania. Obecnie CAS wykonuje takie obliczania i wykorzystuje tak zaawansowaną wiedzę matematyczną jaką poznają studenci matematyki. 
11. łączenie się poprzez WiFi z innymi urządzeniami 

12. W niektórych modelach kalkulatorów firmy Texas Instruments dostępny jest profesjonalny program Cabri, umożliwiający wizualizację programów geometrycznych, tworzenie dynamicznych animacji zarówno 2d jak i  3d.
W większości krajów wysokorozwiniętych dostęp do nowoczesnej technologii jest wręcz zalecany, lecz niestety z powodu braku odpowiedniego przygotowania nauczycieli, szkole mało wykorzystywany. W wielu krajach nowoczesna technologia gości na każdej lekcji matematyki. Tablice interaktywne (połączone z komputerem) występuję na każdej lekcji, u nas jest to nadal sytuacja wyjątkowa.

Nawet w miarę prosty kalkulator, mający opcję rozwiązywania układów równań i prostych rachunków zmienia jakość nauczania matematyki i tych tematów, gdzie potrzebne są obliczenia. Ale niestety w polskiej szkole wykorzystywany  nie jest. 
Matematyka początku ubiegłego stulecia wymagała unifikacji. Wszyscy musieli wykonywać rachunki w taki sam sposób, by łatwo można było wykryć pomyłkę. W zasadzie od ostatnich dekad  XX wieku taka konieczność znikła, gdyż w żadnej firmie nie wykonuje się rachunków ołówkiem na papierze. Obecnie wszystkie rachunki przeprowadzają komputery z dużo większą dokładnością niż to robi człowiek i wielokrotnie szybciej. Szczególnie istotne jest to przy obliczeniach bankowych. Tu zawsze była wymagana ogromna dokładność i nieomylność. Pomyłki oczywiście i teraz się zdarzają, ale szybko są wyłapywane oraz korygowane. Obecnie nikt już nie wyobraża sobie działania banku bez komputerów czy Internetu. Dzięki temu, mamy dostęp do naszej bankowej gotówki na całym świecie, przez całą dobę.
Koniec unifikacji,  nie trzeba tak samo liczyć.
Oblicz w pamięci 54 – 17 i powiedz jak to zrobiłeś,  jak doszedłeś do wyniku.

Już zakończyło się wymaganie od uczniów: Oblicz to w taki sposób (i wtedy nauczyciel podaje jedyny słuszny sposób).
Oto przykłady strategii dochodzenia do wyniku podane przez studentów matematyki I roku (studia nauczycielskie):

- Nie umiem odejmować, wykorzystuję dodawanie  i uzupełnianie (obliczenia sklepowe) +3 (20), +30 (50) +4 (54)

- odejmuję dwadzieścia dodaję 3

- odejmuję 14, odejmuję 3

- odejmuję 10, odejmuję 4, odejmuję 3

- dodaję 3, odejmuję 20

Tu wyraźnie widać, że uczniowie dobierają sobie metody obliczeń, do własnych możliwości. 

Obecnie nauczanie matematyki może koncentrować się na ważniejszych problemach związanych z percepcją matematyki.

Problemy typu: Ile to jest „dwa plus dwa razy dwa”?

Zawsze część uczniów podaje wynik 6, a część 8.
Dlaczego tak jest?
Tu z pomącą przychodzą nam kalkulatory. Jedne słuchają poleceń (kalkulatory zwykłe wykonują obliczenia w kolejności ich wprowadzania – poza pierwiastkowaniem ), a szkolne i graficzne czekają aż wprowadzimy całe działanie i czekają na potwierdzenie polecenia „oblicz”. Podobnie uczniowie, niektórzy „widzą” całe działanie i obliczenia wykonują na końcu, inni słyszą polecenia i je wykonują w takiej kolejności w jakiej przychodzą .
Ważne jest by rozumieć jak uczeń liczy i skąd biorą się pomyłki, by poprawić edukację.

Komputeryzacja

Wszędzie technologia przejmuje podstawowe obliczenia. Początek komputeryzacji w Polsce – lata 80 i 90 XX wieku, pojawia się komputer SPECTRUM i jego klony,  Junior – polska szkolna wersja, Timex – amerykańska, Unipolbrit. W rozwoju informatyki w Polsce w latach 80 mi 90 nie można przecenić tego komputera. Pojawiły się również inne firmy, takie jak Comodore, Atari, Amiga, ale mało który z nich trafił do szkoły,  te 4 firmy w latach 90 tych był najbardziej popularne, ale klony spektrum weszły do pracowni komputerowych w szkołach podstawowych i ponadpodstawowych. Ten komputer miał kilka istotnych zalet (nie umniejsza to zalet komputerów innych firm):
1. Struktura  - liniowa, to znaczy, że łatwo można było o tym mówić i łatwo to pokazać. Pamięć ROM (Read Only Memory) to od 0 do 16383 zajęte komórki pamięci, obszar zmiennych systemowych,  następnie pamięć ekranu, RAM (Random Access Memory) i 196 bajtów na końcu pamięci znaki dodatkowe znaki graficzne. Dzięki temu możliwe było programowanie tego komputera poprzez wstawianie w poszczególne komórki pamięci odpowiednik informacji. Struktura liniowa, którą łatwo pokazać i omówić. Najprostszy przykład takiego postępowania było tworzenie numeru 0 linii programów, osoby nie obeznajmione ze strukturą pamięci tego komputera nie mogły usunąć. Nie można było wpisać linii o numerze 0, ale wstawiając w odpowiednią komórkę pamięci 0 otrzymywało się taki efekt.
2. ROM podzielony na 2 części, jedna to w dużej mierze prosty BASIC, druga obsługująca kod maszynowy. Prostego BASIC’a mógł się nauczyć każdy uczeń w krótkim czasie. Ta prostota pozwalała w krótkim czasie uczniom opanować język programowania i tworzyć własne programiki, które rozwiązywały małe, ale często skomplikowane problemy. Bez komputera uczniowie nigdy by ich nie odkryli, nie rozwiązali i nie zobaczyli.
W latach osiemdziesiątych powstało tysiące małych programików, rozwiązujących, czy demonstrujących jakiś problem. Do rysowania wykresów funkcji było kilkaset programów. Do szkoły podstawowej wiele programików pokazywało związki wykresu ze wzorem, jak powstaje wykres funkcji i co to jest takiego. Takie programy łatwo mogli pisać sami uczniowie. Tworzenie rysunku na ekranie o znanych wymiarach nie było zbyt skomplikowanym problemem nawet dla uczniów 7, czy 8 klasy szkoły podstawowej. 256 × 192 punkty o współrzędnych kartezjańskich w których x ma zakres od <0, 255> a y  to <0, 191>, gdy znamy wymiary ekranu i potrafimy rysować punkty i linie, to reszta staje się prosta.
Prostota BASIC’a pozwalała na lekcje informatyki w latach 90 uczyć programowania nawet uczniów z 5-6 klasie szkoły podstawowej.

Dosyć szybko powstała wersja LOGO po polsku  – języka programowania dla dzieci. „Grafika żółwia” jak był często nazywany, w bardzo prosty i naturalny sposób umożliwiał tworzenie procedur nawet rekurencyjnych.
Łatwa możliwość tworzenia programów pozwalała rozwiązywać konkretne problemy przy pomocy komputera. Oczywiście komputer tylko wykonywał obliczenia, czy rysował wykresy, które trzeba było przeanalizować by wyciągnąć wniosek.
Problem
Co się dzieje z liczbami, gdy będę wykonywał na nich pewną operację A wielokrotnie?

Operacja A będzie oznaczała suma trzecich potęg cyfr danej liczby.

Rozwiązanie

A(12) =  13 + 23 =  9

A(9) =  93 =  729

A(729) =  73 + 23 + 93 =  1080

A(1080) =  1 + 512 =  513

A(513) =  153

A(153) =  153, otrzymujemy punkt stały tego przekształcenia. 
Po sprawdzeniu kilkunastu przykładów, odkrycie:

Hipoteza

1. Liczby podzielne przez 3 wpadają w 153

2. Jest tylko 6 punktów stałych tego przekształcenia:0, 1, 153, 370, 371, 407

Do uzasadnienia tego problemu w 1986 roku został wykorzystany komputer SPECTRUM z językiem programowania  BASIC. 
Sprawdzanie losowe hipotezy 1.  z wykorzystaniem komputera. Tu mamy przykład prostego algorytmu, wykorzystującego procedur
1. Wprowadź liczbę podzielną przez 3 n – cyfrową, m = 100a1,+101 a2, …+ 10n-1an 
2. Rozłóż tą liczbę na cyfry: a1, a2, … an 
3. Oblicz [image: image3.png]>, a’




4. sprawdź czy otrzymana liczba jest równa 153 (jeśli tak to STOP)
5. sprawdź czy jest podzielna przez 3 (jeśli tak to idź do 2.)

6 STOP

Po wprowadzeniu liczby program zatrzymywał się dość szybko na 153. Nawet gdy były wprowadzane bardzo duże liczby (np. 100cyfrowe). Nie opóźniało to zbytnio obliczeń. Zatem 

Twierdzenie 1
Jeśli n ≥ 4 to dla każdego x ≥ [image: image5.png]10"



, [image: image7.png]x>nX9% = A(x)



 (równość zachodzi tylko dla samych dziewiątek). 
Dowód indukcyjny jest bardzo prosty

Dla n =  4, 10000 > 4 × 93 =  4 × 729 =  2916

Załóżmy że dla n > 4 to jest prawdziwa równość, to:

10n + 1 > (n + 1 ) × 729

10n + 1 =  10 × 10n  > 10 × n × 729  =  n × 729 + 9 × n × 729 > n × 729 + 729 =  (n + 1) × 729
Podkreślone założenie indukcyjne, podwójne podkreślenie, gdyż n > 4 > 0
Oznacza to, że każda  liczba  x, n – cyfrowa po operacji A, dla n > 3  jest mniejsza niż x. Wystarczy tylko sprawdzić wszystkie liczby do 9999, a te większe i tak wpadną w obszar od 1 do 9999, bo po każdej operacji A są coraz mniejsze. 

Teraz nasz programik komputerowy wygląda troszkę inaczej w którym wykorzystamy tylko dwie pętle iteracyjne, bez skoków i jedną instrukcję warunkową:
FOR n =  3 to 9999 STEP 3
FOR m =  1 to 3333  STEP 1 (jest tylko 3333 liczb różnych podzielnych przez 3 i mniejszych od 9999)
rozłóż tą liczbę na cyfry a1, a2, … an (PROCEDURA 1): Oblicz [image: image9.png]>, a’



(PROCEDURA 2)  
sprawdź czy otrzymana liczba jest równa 153, jeśli tak to NEXT N
Jeśli nie to NEXT m
Koniec rachunków nastąpił gdy n było równe 10 000 – zabezpieczenie (informacja o błędzie w programie, n – następna liczba po tej, dla której została wykonana procedura ostatni raz)

Prosty program, który umożliwił postawienie hipotezy i udowodnienie jej. Uczeń nie miałby możliwości i narzędzi by udowodnić to twierdzenie.
Analiza obliczeń pokazuje, że procedura A kończy się maksymalnie po kilkunastu krokach, albo obliczenia zapętlają się:

55 → 125 + 125 =  250 → 8 + 125 =  133 = 1 + 27 + 27  →  55 (tu mamy cykl trójelementowy)

55 → 250 → 133 → 55

Odkrycie 6 punktów stałych i kilku cyklów przez uczniów było możliwe tylko dzięki wykorzystaniu komputera i możliwości samodzielnie, w prosty sposób napisanie programów komputerowych, badających ten problem. Obecnie stosowane programy nie dają takich możliwości. Zazwyczaj pomagają rozwiązać konkretne, wcześniej już znane problemy. 
Czasami proste pytania uczniów typu: „Dlaczego wykresem funkcji ax + b jest linia prosta?” kwitowane są odpowiedzią: „Bo to funkcja liniowa”. Pytanie „dlaczego?” jest pomijane. Proste przerobienie programu „Wykresy funkcji” napisanego w BASIC’u pozwoliło na pokazanie jak powstaje wykres funkcji dla liczb całkowitych a w następnym kroku „zagęszczanie” go, tak że na ekranie wyglądał jak funkcja ciągła.
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